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AB相位和 Berry相位概念体系导出及几何意义探究 

   曾植 1)† 

1)（中山大学物理学院，广州 510000） 

从 AB 效应出发推导 AB 相位概念体系，用两种方式来推导 Berry 相位概念体系。通过研究

微分几何中引入联络与曲率的方式，发现 Berry 矢势和 Abel 规范场具有联络的意义，能够描述

量子态的平移。而 Berry 曲率和电磁场张量分别是参数空间和闵氏时空上的相位空间的曲率。 

关键词：Berry 相位，Berry 曲率，AB 效应，参数空间 

 

1 引言 

阿哈罗诺夫-玻姆(Aharonov-Bohm, AB)效应是指

一个粒子(如电子)在实空间运动，即使不直接受到电

磁场的作用，在也会因为电磁场的存在而产生额外的

相位变化，即 AB 相位(phase)。在这种情况下，即使

经典力不直接作用在粒子上，粒子的波函数仍然会受

到电磁场的影响。这种效应揭示了量子力学中的全局

相位差对物理过程的重要性，尤其是在干涉现象中。 

1984 年 Berry 研究了当量子系统的外部参数缓慢

变化并在参数空间形成循环时能量本征态的绝热演化。

在没有简并度的情况下，本征态在结束循环时回到自

身，会出现相位差，称 Berry 相位。 

Berry 相位有三个重要性质：(1)规范不变性。这使

得 Berry 相位有物理意义，在早期可以通过电子衍射

实验来观测到。(2)几何相位。可以将其写为参数空间

中循环上的线积分，而不依赖于沿循环的实际变化率，

这使得我们可以根据参数空间中的局部几何量来表达

Berry 相位。(3)其导出的 Berry 联络(connection)、Berry

曲率(curvature)与规范场论和微分几何有紧密的类似

之处，这使得它延伸出一个美丽直观强大的概念体系。 

 

 

2 AB 相位概念体系导出 

如图 1 是电子双缝衍射实验装置。在双缝后面放

置一个细长螺线管，当螺线管通以电流从而在管内产

 
† 通讯作者.E-mail: zengzh63@mail2.sysu.edu.cn 
‡ 本文使用自然单位制，即𝑐 = ℏ = 1 

生磁场时，发现干涉条纹移动。此即 AB 效应，说明

电磁矢势𝑨是具有物理实质的，可以影响电子波束相

位从而使干涉条纹移动。现在在该图景下导出 AB 相

位。 

 

图 1 电子双缝衍射实验装置，螺线管壁超导绝磁 

量子力学中，自由运动的电子态由平面波函数描

述，略去归一化因子，波函数为‡ 

𝜓0(𝒙) = 𝑒
𝑖𝒑⋅𝒙 (1) 

其中𝒑为电子机械动量。当螺线管不通电时，两束电子

到达屏幕上同一点时，有相位差 

Δϕ0 = ∫ 𝒑𝟐 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶2

−∫ 𝒑𝟏 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶1

= 𝑝Δ𝑙 (2) 

其中Δ𝑙为两电子从出发到到达屏幕上同一点的路程差。 

当螺线管通电时，电子波函数用正则动量𝑷描述 

𝜓(𝒙) = 𝑒𝑖 ∫𝑷⋅𝑑𝒍 (3) 

𝑷 = 𝒑 − 𝑒𝑨 (4) 

两束电子相位差为 

Δ𝜙 = ∫ 𝑷𝟐 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶2

−∫ 𝑷𝟏 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶1

 

= Δ𝜙0 + (−𝑒)∮ 𝑨 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶

(5) 

式中𝐶是由𝐶2和−𝐶1组成的闭合回路。 
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AB 相位即电磁矢势导致的相位差 

𝜙𝐴𝐵 = −𝑒∮ 𝑨 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶

 

= −𝑒∬ ∇ × 𝑨 ⋅ 𝑑𝑺
𝑆

 

= −𝑒∬ 𝐁 ⋅ 𝑑𝑺
𝑆

 

= −𝑒Φ (6) 

Φ是通过此回路的磁通量，在图 1 中即螺线管内的磁

通量。 

由于量子效应，仅用𝑩来描述磁场是不够的，但是

由于规范冗余性，用𝑨来描述磁场又是过多的。对实验

的分析表明能够完全恰当地描述磁场的物理量是相因

子 

exp [𝑖(−𝑒)∮ 𝑨 ⋅ 𝑑𝒍
𝐶

] (7) 

在相对论性𝑈(1)规范场论中，这里就是个四维矢

势 Wilson loop 

𝑊𝑞(𝐶) = exp [𝑖𝑞∮ 𝐴𝜇(𝑥
′)

𝐶

𝑑𝑥′𝜇] (8) 

矢势沿闭合世界线走一圈，产生 AB 相位，对应在电

磁相互作用下粒子绕闭合世界线一周多出来的相位。

此时电磁场张量定义为 

𝐹𝜇𝜈 ≡
ℏ

𝑖𝑞(𝑑𝑆)
(1 −𝑊𝑞(𝐶))

𝑆→0
→  𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 (9) 

其中𝐶 = 𝜕𝑆为𝑆边界。 

 

 

3 Berry 相位概念体系导出 

3.1 绝热近似条件 

考虑一个由一些参数𝑅α, 𝑅β, …决定的哈密顿量

𝐻 = 𝐻(𝑹)。为了方便表示，让这些参数组成一个向量：

𝑹 = (𝑅α, 𝑅β, … )。这些参数具体是什么取决于我们所

要研究的系统, 比如可以是布里渊区中的动量𝒌。我们

假定它们都是随时间缓变的:𝑹 = 𝑹(𝑡)。这里的缓变有

两层含义： 

其一, 足够缓慢使得我们能在任意时刻都能找到

所研究系统的哈密顿量𝐻(𝑹(𝑡))的一系列正交完备本

征态，有瞬时本征方程:  

𝐻(𝑹(𝑡))|𝑛(𝑹(𝑡))⟩ = 𝜀𝑛(𝑹(𝑡))|𝑛(𝑹(𝑡))⟩ (10) 

其 二 ， 足 够 缓 慢 使 得 绝 热 近 似 (adiabatic 

approximation)成立。即本征态随时间演化过程中不会

跳至另一个本征态(不同的𝑛 )上。这里𝑛用来标记本征

态(类似于能带指标)。假设初始t = 0时系统处于态

|𝑛(𝑹(0))⟩上，在t时刻的态|𝜓𝑛(𝑡)⟩由𝑡时刻的本征态

|𝑛(𝑹(𝑡))⟩再乘上一个相因子构成: 

|𝜓𝑛(𝑡)⟩ = 𝑒
𝑖𝛾𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝛼𝑛(𝑡)|𝑛(𝑹(𝑡))⟩ (11) 

𝛼𝑛(𝑡) = −∫  
𝑡

0

 𝑑𝑡′𝜀𝑛(𝑹(𝑡
′)) (12) 

这里我们把相位分解成了两部分, 第一部分𝛾𝑛是

我们所要研究的。第二部分能量的积分项(12)称为动

力学相位(dynamical phase)。把|𝜓𝑛(𝑡)⟩代入薛定谔方程

𝑖
∂

∂𝑡
|𝜓𝑛(𝑡)⟩ = 𝐻(𝑹(𝑡))|𝜓𝑛(𝑡)⟩并左乘⟨𝑛(𝑹(𝑡))|，利用

式(10)可以得到𝛾𝑛满足关系式: 

𝛾𝑛(𝑡) = 𝑖 ∫  
𝑡

0

𝑑𝑡′ ⟨𝑛(𝐑(𝑡′)) |
𝜕

𝜕𝑡′
| 𝑛(𝐑(𝑡′))⟩ 

= 𝑖∫  
𝐑(𝑡)

𝐑(0)

𝑑𝐑⟨𝑛(𝐑)|∇𝐑|𝑛(𝐑)⟩ (13) 

最后一步把对时间的积分转化成了在参数空间上的积

分。 

假设系统的演化对应于参数空间𝑹 = (𝑅𝛼 , 𝑅β, … )

上的一条路径，则相应的积分变为路径积分： 

𝛾𝑛 = ∫ 𝑑𝑹 ⋅ 𝑨𝑛(𝑹)
𝐶

(14) 

其中引入了𝑹空间的矢势𝑨𝑛(𝑹) = 𝑖 ⟨𝑛(𝑹) |
∂

∂𝑹
| 𝑛(𝑹)⟩ ,

被称为 Berry 矢势或者 Berry 联络, 是一个矢量,维数

取决于参数个数。注意 Berry 联络是规范依赖的，如

果对采用的基做规范变换|𝑛(𝑹)⟩ → 𝑒𝑖𝜁(𝑹)|𝑛(𝑹)⟩，那么

Berry 联络的变换和𝛾𝑛的改变量为 

𝑨𝑛(𝑹) → 𝑨𝑛(𝑹) −
∂

∂𝑹
𝜁(𝑹) (15) 

𝜁(𝑹(0)) − 𝜁(𝑹(𝑇)) (16) 

此时我们总可以选取一个规范使得新的𝛾𝑛是零。 

1984 年 Berry 发现，如果哈密顿量在参数空间的

演化是一个闭合回路，具有周期性，即 

𝑹(𝑇) = 𝑹(0) (17) 

那么这时我们再做规范变换，要求𝑒𝑖𝜁(𝑹)是单值的，意

味着𝜁(𝑹(0)) − 𝜁(𝑹(𝑇))等于零或2𝜋整数倍。这也就意

味着𝛾𝑛在参数空间上的积分在模2𝜋的意义下保持不
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变。此即 Berry 相位 

𝛾𝑛 = ∮ 𝑑𝑹 ⋅ 𝑨𝑛(𝑹)
𝐶

(18) 

这是规范不变的。 

类似于规范场论中由四维矢势𝐴𝜇构造出电磁场

张量𝐹𝜇𝜈, 我们也可以由 Berry 联络𝐴𝑛(𝑹)构造出对应

的二阶反对称张量，其矩阵元为: 

𝛺𝜇𝜈
𝑛 (𝑹) =

𝜕

𝜕𝑅𝜇
𝐴𝜈
𝑛(𝑹) −

𝜕

𝜕𝑅𝜈
𝐴𝜇
𝑛(𝑹) (19) 

称为 Berry 曲率。那么(18)式又化为 

𝛾𝑛 =∬ 𝑑𝑺 ⋅ (∇ × 𝑨𝑛(𝑹))
𝑆

=∬ 𝛀𝑛(𝑹) ⋅ 𝑑𝑺
𝑆

(20) 

这个Berry曲率就是引言中提到的可以用来描述Berry

相位的参数空间中的局部几何量， 

 

 

3.2 从定义导出 

由上述结果我们知道 Berry 相位是一个矢量沿参

数空间中的路径移动回到起点所产生的全局相位演化。

现在从该视角导出其表达式。 

定义参数空间中两个量子态的距离 

𝐷12
2 ≡ − ln|⟨𝜓(𝑹1) ∣ 𝜓(𝑹2)⟩|

2 (21) 

记 

⟨𝜓(𝑹1) ∣ 𝜓(𝑹2)⟩ = |⟨𝜓(𝑹1) ∣ 𝜓(𝑹2)⟩|𝑒
𝑖Δ𝜑21 (22) 

可推出 

𝐼𝑚 ln⟨𝜓1 ∣ 𝜓2⟩ = Δ𝜑21 = −Δ𝜑12 (23) 

那么 Berry 相位写为 

𝛾𝑐 = 𝛥𝜑01 + 𝛥𝜑12 +⋯+ 𝛥𝜑𝑁−1,𝑁 

= −∑ 𝐼𝑚 ln⟨𝜓(𝑹𝑗) ∣ 𝜓(𝑹𝑗+1)⟩

𝑁−1

𝑗=0

 

= −𝐼𝑚∮𝑑𝑹 ⟨𝜓𝑹|𝜕𝑹|𝜓𝑹⟩ 

= 𝑖∮𝑑𝑹 ⟨𝜓𝑹|𝜕𝑹|𝜓𝑹⟩ = ∮𝑨 ⋅ 𝑑𝑹 (24) 

其中第三个等号取连续参数，作两次一阶 Taylor 展开；

第四个等号是由于⟨𝜓𝑹|𝜕𝑹|𝜓𝑹⟩是纯虚数，对内积求导

可证。注意，由于每个∣ 𝜓(𝑹𝑗)⟩和它的复共轭在式(24)

中成对出现，显然 Berry 相位是规范不变的。 

𝑨(𝑹)和𝛀(𝐑)的表达式同上，除此之外，还可以仿

照 Riemann 空间中两点间距离与度规(metric)张量的

关系，得出参数空间中的无穷小距离 

𝐷𝑹,𝑹+𝑑𝑹
2 = 𝑔𝛼𝛽(𝑹)𝑑𝑅

𝛼𝑑𝑅𝛽 (25) 

联合(21)式求出参数空间的度规为 

𝑔𝛼𝛽(𝑹) = 𝑅𝑒 ⟨𝜓𝑹𝜶|(𝟏 − |𝜓𝑹⟩⟨𝜓𝑹|)|𝜕𝑹𝜷𝜓𝑹⟩ (26) 

 

 

4 几何意义 

由上述物理量的推导，我们可以看出两种相位概

念体系是相似的。Berry 相位、联络和曲率相当于参数

空间中的 AB 相位(磁通量)、电磁矢势和电磁场张量。

比如，取参数为三维动量，那么这个 Berry 曲率会导

致一个反常速度，类似动量空间中的磁场。 

现在我们来考察它们与微分几何的联系，探究它

们的几何意义。 

微分几何中，张量定义在流形(manifold)上，但不

能直接在流形上平移，因为流形是一个局部类似于欧

几里得空间的抽象空间，但在整体上可能具有复杂的

拓扑和几何结构。不同点处的切空间(tangent spaces)可

能并不是直接相容的。我们可以通过平行输送(parallel 

transport)——保持某种平行性的同时，沿着给定曲线

在流形上移动张量的过程——来作张量的平移，为此，

我们引入联络Γ𝜇𝜈
𝜆 ，无限小平移𝑑𝑥𝜈导致的张量变化为 

𝛿𝐴𝜇(𝑃) = Γ𝜇𝜈
𝜆 (𝑃)𝐴𝜆(𝑃)𝑑𝑥

𝜈 (27) 

再通过张量的线性性质和协变性质作为约束条件来导

出联络的表达式。 

而在参数空间中，态的平移保持内积不变， 

⟨𝜓(𝑹0) ∣ 𝜓(𝑹0)⟩ = ⟨𝜓(𝑹1) ∣ 𝜓(𝑹1)⟩ (28) 

则 

|𝜓(𝑹1)⟩ = 𝑒
𝑖𝛾|𝜓(𝑹0)⟩ (29) 

𝛾为相位差，考虑无穷小平移𝑑𝑹，作展开 

|𝜓(𝑹1)⟩ = (1 + 𝑖𝛾)|𝜓(𝑹0)⟩ (30) 

得到 

𝛿|𝜓(𝑹0)⟩ = 𝑖𝛾|𝜓(𝑹0)⟩ = 𝑖𝑨(𝑹0)|𝜓(𝑹0)⟩𝑑𝑹 (31) 

对比(27)式，发现 Berry 矢势等价于一种联络，这也

是 Berry 联络名称的由来。 

另外还可以通过微分几何中的协变导数 

𝑇𝜇;𝜈 = 𝑇𝜇,𝜈 − Γ𝜇𝜈
𝜆 𝑇𝜆 (32) 

与规范场论中协变导数 
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𝐷𝜇𝜓 = (𝜕𝜇 − 𝑖𝐴𝜇)𝜓 (33) 

对比来得到相应结论。 

微分几何中有两种引入曲率的方式，一种方法是

在联络形式的框架下，定义流形上的曲率张量，它是

联络形式的外微分。另一种方法是通过矢量𝐴𝜇沿闭合

路径平移后的增量来引入曲率张量，如 

𝛿𝐴𝜇 = −
1

2
𝑅𝜌𝜇𝜈
𝜆 𝐴𝜌(𝑑𝑥𝜇𝛿𝑥𝜈 − 𝑑𝑥𝜈𝛿𝑥𝜇) (34) 

其中𝑅𝜌𝜇𝜈
𝜆 称曲率张量，描述流形的弯曲程度。 

在上述两种意义下，都可以得出 Berry 曲率等价

于参数空间的曲率，电磁场张量等价于闵氏时空的曲

率。但是注意，以 Berry 曲率为例，并不能直接认为

它是参数空间的曲率，因为微分几何中是流形上的张

量进行平移而不是联络进行平移，参数空间中是联络

进行平移，是量子力学下的矢量，故只将其等价。事

实上，闵氏时空是平坦的，时空中的实矢量沿闭合路

径移动不变化，其 Riemann 曲率为 0，一种更合适的

说法是称电磁场张量为闵氏时空上的相位空间的曲率，

Berry 曲率是参数空间上的相位空间的曲率，对应于四

维矢势沿世界线闭合路径移动产生相位差，Berry 联络

沿参数空间闭合路径移动产生相位差。 

当然，作为曲率概念的等价，Berry 曲率与电磁场

张量都是局域的(local)，这也是为什么在(9)式中要求

𝑆 → 0了。 

 

 

5 总结与展望 

我们对 AB 相位和 Berry 相位概念体系作了推导。

从 AB 效应出发，逐步推出 AB 相位，即磁矢势导致

的相位差，然后考虑了其在四维闵氏时空下的形式，

写出 Wilson loop 和电磁场张量的表达式。对于 Berry

相位，写了两种推导方式，一个是从最原始的绝热演

化条件出发，另一个是已知其物理图像直接从参数空

间的量子态之间的相位出发，然后写出参数空间的

Berry 联络、Berry 曲率和度规。 

接下来由于两种概念体系的相似与对名称的不解，

我们进行了它们的几何意义探究。通过研究微分几何

中引入联络与曲率的方式，发现 Berry 矢势和 Abel 规

范场就具有联络的意义，能够描述量子态的平移。而

Berry 曲率是参数空间上的相位空间的曲率，能够描述

Berry 联络沿参数空间闭合路径移动产生的相位差；电

磁场张量是闵氏时空上的相位空间的曲率，能够描述

四维矢势沿世界线闭合路径移动产生的相位差。 

关于 Berry 相位概念体系，现在我们知道 Berry 相

位是量子态在参数空间中的全局几何性质，反映量子

态在一定参数空间中的几何演化，Berry 曲率是量子态

在参数空间中的局部几何特征，反映量子态随参数变

化的响应。除此之外，还有大量已知或未知的知识等

待我们去学习或研究，比如如果在一个闭合的曲面内，

存在非零的 Berry 相位，则说明在这个闭合曲面内的

磁通量不为零，也即对应的类磁场是一个有源场。而

真实空间中，磁场是一个无源场，这也是为什么实空

间中不存在磁单极子(monopole)。但非零 Berry 相位的

存在，让我们相信磁单极子可以存在于参数空间中，

而这导致了拓扑结构的改变，拓扑相变应运而生…… 

除此之外，文中几何意义的探究是并不严谨的，

纤维丛，底流形、非局域性等量子场论和数学物理概

念还有待学习。 

展望未来，道阻且长。在论文的末尾致谢李志兵

老师的淳淳教导与拔尖班各位同学的共寻真理！ 
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